Lycée militaire de Saint-Cyr Corrigé du DS n°1 de mathématiques

Théme : Suites

Exercice 1

Etudier la limite de chacune des suites suivantes :

Term - Spé

24/09/20

1. lim u, =+
n—-+oo
2 nl—lgloo Vn =
3. limt, =0
n—+oo n
4. lim s, = +oo
n—-+oo
5 lim w, =0
n—+oo
Exercice 2
1. f est une fonction trindme du second degré.
b 1
o= ~5g = 4et = f(a) =4, de plus a = 1 < 0, on en déduit les variations de f :
a
r |—00 4 +o0

4
f(x) / \
f est croissante sur U'intervalle [0; 4], donc :

si0 <z <4, alors f(0) < f(z) < f(4).
Or f(0) =0et f(4) =4 donc, si 0 < x < 4, alors 0 <
0

2. On démontre par récurrence que la propriété P, :
naturel n.
e Initialisation
up = 1 donc la propriété Py : 0 < ug < 4 est vraie.
e Hérdédité
Supposons que, pour un entier naturel n, la propriété P, : 0 < u, < 4.
Sio<z<4, alors 0< f(z) €4, onadone 0< fup) <4.
Or f(u,) = tn,p1 donc 0 < u, 1 < 4.
On a démontré que la propriété P, est vraie.
e Conclusion : Pour tout entier naturel n, la propriété P, est vraie.

flz) <4
< up <

3. Etudions la monotonie de la suite (uy,).

1 1
Pour tout n € N, w1 — up, = uy, — &u% = Uy (1 — 4un).

1
T — ZmQ est un trindme du second degré qui a pour racines 0 et 4, donc = — ZI

2
n

1
tout x € [0;4]. On a vu que 0 < u, < 4 donc u,, — Zu

La suite (u,,) est donc croissante.
(un) est croissante et bornée, donc (uy,) est convergente.
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4 est vraie pour tout entier

> 0 pour

= 0, c’est-a-dire up11 — up = 0.
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Exercice 3

3xuy 3*% _ 9
1+2u _1+2g_10'

(b) — Pour tout entier naturel 2, notons 42, la propriété: 0 < u,,.
— Initialisation:Sin=0
Alors ug = 3 >0, donc #; est vraie.

— Heérédité : Supposons que pour R entier naturel quelconque, on
ait Py vraie
(c-a-d. 0 < uy). Montrons que %y, est vraie aussi (c-é\-fi.
0< Up+1 )i
Par hypothése de récurrence 0 < up donc 0 < 3uyg et 0 < 1+ 2uy.
Ainsi, up,; est le quotient de deux nombres strictement positifs,
donc 0 < ugy et Py est vraie. '

— D est vraie et &7, est héréditaire, par le principe de récurrence
on a bien pour tout entier naturel n, 0 < u,,.

2. (a) Comme pour tout entier naturel n,0 < u,, pour étudier les variations
Un+l

de la suite, on peut comparer et 1.
un
3uy
Uny1 _ 1+2u, 3
Uy B U, B 1+2u,
3
Mais, u, <1 < 2u, <2 < 1+2u; <3 < 1< —— car
1+2uy,
1+2u,>0.

Finalement la suite (u«;) est croissante.

(b) La suite (u,,) est croissante et majorée par 1 ; elle converge donc vers

/=<1.
3. (@) Pour tout entier naturel 7,
Suy, 3uy,
Vot = Unel _ 142up _ 1+42up  _ 3un —30,
1—ups1 1- 3uy, 1+2uy—-3u, 1-u,
1+2u, 1+2u,

La suite (v,) est donc une suite géométrique de raison 3.
(b) Pour tout entier naturel n, v, = vpq" = 3".

(c) Pour tout entier naturel ,

u
Un=7 P = (- uUp)Un=Up < Up=Up+Upy <
—Up
Uy - 3"
"1+, "Tgngq’
(d) Comme 3 > l,nlir+n 3" = +o00. L'étude du quotient conduit donc a
—+00
une forme indéterminée.
3n 1 1
n = = = n
3"+1 1
1+— 1+|-
3n 3

n—-+oo

1 . 1\"
Comme-1<-<1, lim [=] =0
3 3
1

n
Parsomme lim 1+ (—) =1, enfin, par quotient lim u;, =1
n—-+oo 3 n—+oo

La suite (u,) converge vers 1.
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Exercice 4

" . . 1
1. Proposition fausse. Un contre-exemple est donné par la suite u,, = —r Alors, v, =

—2(n+ 1) — —oo c'est-a-dire que (v,,) ne converge pas.
2. Proposition vraie. Par hypothése, ona:

vn € Nu, =2 @—> o —L>- -1 & v, = —1 soit (v,,) minorée par —1.

n Un
3. Proposition fausse. Prenons le méme contre-exemple qu’en (a). (u,,) est bien
décroissante.Onav, = —2(n+ 1), etv, 1 — v, =—-2n+2)+2(n+1)=-2<0.
(v,,) est donc strictement décroissante.

4. Proposition fausse. En prenant la suite u,, = (—1)™, on obtient :

v, = — =2 X (—1)™*1 et (v,) diverge.

2
=

Exercice 5

A Soit, pour n € N, P, : u, = n?.
Inltl&hmtlon
Py : up = 02 est vraie car ug = 2.
Hérédité
Supposons que, pour un entier n, P, est vraie, soit u,, > n>.
On a alors Uy = 3u, +2n+1 2 >3n2 4+ 2n+ 1.
Or, 3n2 +2n+ 1 = 2n? \(nJr]) (n+1)=2
On en déduit que u,1 = (n+ ]_)2.
On a montré que, si B, est vraic, alors P,y est vraic.

Conclusion
D’apres le principe de récurrence, P, : u,, = n? est vraie pour tout entier naturel n.
bl
B,. Pour tout entier naturel n, on a u, = n? et lim n? = 400 donc, par comparaison :
n—+o00
lim wu, = 4o00.

n—+oa

Bonus !
1 1 n+i-n . 1 1
10na———= = u,.Puis, §;, = 1——+———+ +———=1——.Onconc|utque
n+1  n(n+1) n+1 n+1

u, - 1.

2. Tout d’abord, on a pour tout entier naturel n, n? + n > n? + 1. Dans la somme, il y a n termes et

, on a l'encadrement suivant :

que le terme le plus grand es

<v,<n
nZ4n = T

n
X < < i
D = Un =3 1 soit
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n n?

<v, < ——m
n+1- """ n24+1

d’ol I'encadrement voulu.

n 2

. . n 1 n
Pour ce qui est de la limite, comme — = = — — 1 etde méme

n , .
— =— >— — 1, on en déduit par
n+1 n(1+5) 1+; ne+1

le théoréme des « gendarmes » que v, = 1.
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